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[image: Macintosh HD:Users:AirCiol:Desktop:Capture d’écran 2014-01-13 à 21.55.28.png]
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Pour tout entier naturel k tel que 2 < k < n on sait que k divise 7! donc, par
divisibilité de la somme, k divise aussi n!+ k, k est donc un diviseur de n!+ k
et k est différent de 1 (k > 2) et différent de k + n! (car n! est non nul), k est
donc un diviseur propre de k + n! qui west donc pas premier.
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Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels
non nuls vérifiant la relation : 7" -3 x 2™ = 1 (F).

1L - Sim=1, () sécrit7"—6=1 < 7" =7, d'oun =1 Le couple (1 ; 1) est
solution.
~ Sim=2, (F) sécrit 7" — 12 = 1 <= 7" =13 or 7 ne divise pas 13 : pas de

solution

~ Sim =3, (F) s'écrit 7" =24 =1 <= 7" =25 or 7 ne divise pas 25 : pas de
solution;

- Sim=4, (F)s'écrit7" -48 =1 <= 7" =49 d’ott n = 2. Le couple (2 ; 4)
est solution.

2. a. Commem>5,ilexiste ptel que m=5+p.
(n; m) vérifie (F) donc7"—3x2™ =1 <= 7" =1+3x2%*P =14+3x2%x
2P =1+3x32x27.
Comme3x32x2P =0 [32], il enrésulte que 7" =1 [32].
b. Ona7=7 [32];
7?=17 [32);
=23 [32);
74=1 (32].
A partir de 12 on retrouve de manidre cyclique 7, 17, 23, 1 comme restes
dans la division par 32.
Les puissances de 7 dont le reste dans la division par 32 est égal 2 1 sont
donc celles dont 'exposant n est un multiple de 4.
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c. D'apres les deux questions précédentes si un couple (n; m) est solution
de(F),alors7" =1 [32] et nest un multiple de 4.
Tl existe donc k € N tel que n = 4k, d'oi en reportant 7*¥ =1 [32] <=
(7)¥=1 182 < 2401k =1 [32).
Or2401 =5x480+1, C'est-2-direque 2401 =1 [5] = (2401)F =1% [5] <=
7"=1 [5] enrevenant al'écriture initiale de la puissance.

d. Soit (n; m) un couple solution de (F); donc

7"-3x2" = 1

{ ™ =1 B
Ceci n'est pas possible puisque 5 ne divise ni 2, ni3.
Conclusion : il wexiste pas de couple solution avec un second terme su-
périeur a4

=>-3x2"=0 [5].
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3. D’apres les questions 1. et 2. les seuls couples solutions de (F) sont (1 ; 1) et
(2;4).
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L a

Onlit f(1) = y5 = 2 et pour f'(1), on lit le coefficient directeur de la
tangentea la courbe € au point d'abscisse 1, Cest a dire e coefficient
directeur de la droite (CB), qui est horizontale, donc f'(1) = 0.

. La fonction f est dérivable sur J0 ; +ool, en tant que quotient de

fonctions dérivables sur cet intervalle (le dénominateur ne s'annu-
lant pas sur cet intervalle). Ona:

[ﬂfbxllxx*lafblnx)xl

x b-(a+blny
rw= = = bt - )
Soit effectivement : f'(x) = %.

3 Onendeduix:fm:@:am:n,mdﬁp&sm.;,

fM)=2,donca=2.
Ducoup,ona f'(1) = w =b-2,ord'aprésle La., f'(1) =
0,doncb=2.
On reprend la forme de f” obtenue précédemment, en remplagant a

etbpar2,etona: f/(x) = ’2:2“" :%x(flnx).

. 2 N
Puisque pour tout x élément de 0 +ool, 7 est un nombre stricte-

‘ment positif, on en déduit que la dérivée de / a bien le méme signe
que —Inx pour tout x élément de 0; +ool.
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b. Quand x tend vers 0: limnx = ~co donc, par limite d'un produit et
d'une somme : lim2+21nx = —co. Comme par ailleurs lim x = [
alors, parlimite d'un quotient, on alim f = ~co.

Quand x tend vers +oo, on va utiliser la forme de f présentée dans
la question : IE‘Pmi =0et xE?‘thX =0, d'aprés la propriété des
croissances comparées, et donc par limite d'une somme, puis par

produit par2:lim f

€. On peut donc dresser le tableau des variations de f :

x| o 1 +o0
—Inx| + 0 -
2
) T T .
o0

3. a. La fonction f est continue et strictement croissante sur lintervalle
105 1) et 1 est une valeur strictement comprise entre lim f et f(1),
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4.

done I'application du corollaire au théoréme des valeurs intermé-
diaires garantit 'existence d’'une unique solution a 'équation

f(x) =1 surintervalle J0; 1], qui sera notée .

Par balayage 2 la calculatrice, on obtient £(5) > 1 et £(6) < 1, donc
commela fonction f est continue sur (5 ; 6], le théoréme des valeurs
intermédiaires garantit lexistence ’au moins une solution A équa-
tion f(x) = 1 sur lintervalle [5 ; 6], et puisque P'on avait admis qu'il
'y avait qu'une seule solution & cette équation sur |1 ; +ool, cette
solution est donc entre 5 et 6. Enfin, puisque ni5 ni 6 n'ont une image
exactement égale 2 1, on peut dire que f est strictement entre 5 et 6.
Le nombre entier n cherché est done 5.

On obtient :
Gapel | étape2 | Glape3 | étaped | étapes
a 0 0 025 0375 | 04375
b 1 05 05 05 05
b-a |1 05 025 0125 | 0,0625
m |05 025 0375 | 04375
flm) | =1,23 0,10 =0,79 ~1,03

Le tableau a é1é complété par la ligne « f(m) = » pour montrer les
affectations 3 @ oua b.

Le tableau précédent sera probablement considéré comme correct,
‘mais si on interpréte la question trés rigoureusement, d’un point de
vue algorithmique, on doit supposer que Iétape 1 est Vinitialisation,
etles étapes de 2 2 5 correspondant aux itérations de 12 4. Dans ce
cas, pour Iétape 1 a pas de valeur m, et la valeur b a va servir &
savoir si litération suivante va étre utile ou non. Dans ce cas, on va
éerire dans la colonne les valeurs en mémoire 2 la fin de litération
de la boucle « Tant que », ce qui donne le tableau suivant :
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étapel | éape2 | étape3 | étaped | étape5
a 0 0 025 0375 | 04375
b 1 05 05 05 05
b-a |1 05 025 0125 | 0,0625
m 05 025 0375 | 04375

b. Cet algorithme renvoie les deux bornes obtenues pour encadrer le
nombre @ par dichotomie, avec une amplitude au plus égale 2 0,1.
c. Pour que Palgorithme donne un encadrement de § avec la méme
précision, il faut modifier Pinitialisation, en mettant :
Affecter 2 alavaleur 5.
Affecter 2 bla valeur 6.
‘Puis, dans le traitement, modifier le test «Si» pour quiil soit : "Si
f(m) > 1", afin de prendre en compte la décroissance de f sur Iin-
tervalle (5 6].
(Une autre possibilité serait d'affecter 6 2 a et 52 b, et de modifier le
«tant que » pour avoir «tant que a~b >0, 1» et alors a seraitla borne
haute de I'encadrement, et bla borne basse).
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5. a. Pour répondre & cette question, on commence par déterminer I'aire
du rectangle, de largeur 1 et de hauteur 2 son aire est donc de 2 uni-
t6s daire. Il faut ensuite déterminer Paire délimitée par la courbe €
dans le rectangle OABC, et pour cela, il faut commencer par déter-
‘miner quelle est I'abscisse de lintersection de la courbe avec I'axe
des abscisses, et donc résoudre :

f(x) =0 <= 2(1+Inx) =0, Cest & dire résoudre : Inx = ~1, qui par
application de la fonction exponentielle, donne une unique solution,

. 1
quieste™! ==,
e

1
Surlintervalle | - 1|, la fonction f est positive et continue, et donc

Vaire délimitée parla courbe 6, Iaxe des abscisses etles droites d'équa-
1

tions x =

4 etx=Lest donnée par: f F(x) dx, en unités d'aire.

Pour quela courbe € partagele rectangles en deux domaines daires
égales, il faut alors que Iaire sous cette courbe soit la moitié e 'aire
du rectangle, c'est & dire une unité d'aire.

Larésolution du probléme reviendra bien a démontrer:

f;i(x) dx=1.
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1 1
b. Ona f(x)=2x +2x_ xInx. Enposant u=1n, on reconnait alors
f=2u'+2u'u.
Une primitive de f sur ]0 ; +ool est donc : F = 2u+ u?, Cest  dire
F(x)=2Inx+(n0?.
1
(1) - F H

1
Onaalors f f@)de=

f f) dx=2In1+(n1)%*— [Zln[ ) (ln[ ]) ] 0-(-2+1)=1.
On artive donc bien 2 Ia conclusion que le rectangle OABC est bien
‘partagé en deux domaines de méme aire par la courbe 6.
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X
On définit la fonction F sur I, par F(x) =f f(nde.
o

1L a FO= fnf(t)dt: o.
b. - Soit x € [0 41 Sur Intervalle 0; 1 Ia fonction f est positive donc,
comme 0 < x, d’aprés le cours : f * f(0dt >0, cest-a-dire F() > 0.
- Soit x€ [-3; 0]. Sur lintervalle [ 0] Ia fonction f est négative donc,
oommcxso,ona:fﬂndzsodnn: —j;lf(t)dtso.

x
Onadonc: f f()dt >0, autrement dit F(x) > 0.
o

1
c. Sur l'intervalle [0 4], la fonction f est positive, l'inlégralcf f(n)dt re-
o

présente donc laire de la portion du plan délimitée par Paxe des abs-
cisses, la courbe représentative de f et les droites verticales d’équations
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respectives x = 0 et x =4 (en bleu sur la figure ci-dessous).
Par ailleurs, cette aire est inférieure a I'aire (mauve) du rectangle OABC,
autrement dit : F(4) < OAx AB, c'est-a-dire: F(4) <12.

De méme, l'aire F(4) est supérieure a celle du triangle ODC de hauteur
[DH] (en jaune sur la figure ci-dessous) donc F(4) > % xDH x OC, c’est-
a-dire F(4) > 6.
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2. a. Soitxe I Lafonction f est continue sur I, donc F: x— f f(n)dt repré-
o
sente la primitive de f sur I qui s'annule en 0.

b. D'aprés ce qui précéde, la fonction F est dérivable sur I et F'(x) = f(x).
Le signe de f(x) s'obtient par lecture graphique. On peut donc dresser le

tableau de variation de F :
x -3 0 1 8
Signe de F'(x) = f(x) - 0 + 0 -
F(-3) Fl)

Variation de f ~. . O

3. On dispose de deux représentations graphiques sur 1.

F(8)

Courbe A Courbe B

o

Les variations des courbes A et B sont en accord avec le tableau de variation précé-
dent, cependant :
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~ La courbe A ne peut représenter la fonction F puisqu’on doit avoir F(0) = 0 ce qui
nest pas le cas pour la fonction représentée sur cette courbe.

~ La courbe B ne peut représenter la fonction F puisqu’on doit avoir 6 < F(4) < 12
ce qui west pas le cas pour la fonction représentée sur cette courbe.
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PartieA

ROC: On suppose connus les résultats : €? = 1 et pour tous réels x et y, e*xe” = e™*V.
1
1. Pour toutréel x, e* xe *=e* *=e’=1donce ™ = =
2. Pour tout réel x, on démontre par récurrence la propriété P(n) : (€¥)" = e"*.
- (e9°=1=¢%* Donc P(0) est vraie.
- Soit n, un entier, on démontre que la propriété se transmet de n a n+ 1.
On suppose que (69)" = e"* alors ()] = (€9)" x e* = e"* x e¥ = e"**¥ =
e(n+1x,
— La propriété est vraie pour n = 0 et se transmet, pour tout n, de nan+1,

donc la propriété est vraie pour tout » : pour tout entier naturel r, (e¥)" =
enx.
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Partie B

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel » par :
1 g-nx
Un= f dx.
o 1+e™*

1] 1 g%
1. a.ug+u1:f 7dx+f —dx
o 1+e™* o 1+e™*

P " 1l+e™® ! 1
Par linéarité de I'intégrale, up + u; = Tre— dx:f ldx=[xlp=1.
o o

1 ex e * o
b. u 7‘]; 3= dx. On pose f(x) = 4 o-v’ 07 Temarque que f= %
olt u(x) =1+e7* > 0. f a pour primitive F = —In().
w = [-In(l+e )5 =In@) -In(l +e71).
D’apréslaquestion l.a., up = 1-u1 = 1-In(2)+In(1+e~}) = In(e+1)-In(2)

2. Pour tout entier naturel 7, et pour tout réel x, e™"* > 0 et 1+e™* > 0 donc

~nx

Trer > 0. Lintégrale sur I'intervalle [0 ; 1] d’'une fonction positive est posi-
tive donc uj, est positive ou nulle.

1g-(n+1x 1 gmnx
3. a. Pour tout entier naturel n, up+ + Uy = f dx+ f dx
o 1+e™* o 1+e™%

. fle*(n+l)x+efnx e nX(e X4 1)
Uns1+Un =
" " b l+e™* I+e™*

1 1 T e
u,,ﬂ+u,,:f e ™dx= ——e””‘l =

o n 0 n
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b. Pour tout entier naturel n, d’aprés la question 2., un = 0 donc up+1 =0
1-e™" 1-e™"
— Up+1 donc u, <

or, d'aprés la question 3., u, = "
1-en 1-e
€ or lim <

4. Pour toutentier naturel 7,0 < u, < =0(care " tend

n n—i0 n
- 1 .
vers 0 ainsi que —). Selon le théoréme des gendarmes, la suite u, converge
n
aussi vers zéro.




