
Corrigé du bac blanc
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Exercice n° 2 , exercice de spécialité ( 5 points)                                 
Partie A : Restitution organisée de connaissances
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Exercice n° 3 ( 4 points)
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Exercice n° 4 (5 points)
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EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

T+i0+i-2) _ Q-1+ _ (A-DO-) _ -2i _ -2i0-)
T+i-2  -1-i T+ 141 a+9a-D
-2-2i _
=
Donc zp = —2zp.

L a. zp =

b. A?(—l ;1et PTB)FI ; 1). Les vecteurs sont égaux donc les droites (AP) et
(P'B) sont paralléles.

On peut méme dire que AP = P'B <= (APBP') est un parallélogramme.
[ AP( 1; l)e\PP'[ 2;-2). DOHCAP PP’ =D x(-2)+1x(-2)=0 <

AP(-1; et PP sont orthogonaux ou encore les droites (AP) et (PP')
sont perpendiculaires.
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2. Pour M(2) avec 2 #2, donc avec 7 £2, M) = M(z) = # = 22 =

z < Z(z-2)=2(z-2) & 2Z2-22=122-22 <> -2Z2=-27 <> Z=
z < zeR.

Lensemble des points invariants par f est'axe des abscisses privé du point
A

3. a. (z-2)(z-2) = (z-2) (z-2) = (2—-2)(z-2) = |z— 2I* € R, (carré du mo-
dule de z -2, soit AM?.)
Z(; ) 12 Z(z-2)+2(z-2)

Z+2 2 _22-2Z+2z-4 _  zz-4
z-2 z-2 T (z-2)(z-2) (z-2)(z-2)
Or 2z = |z|* € R et dans la question précédente on a vu que (z—2) (- 2) =
lz—2P€R.

Le dernier quotient est donc réel.

b.
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Lerésultat de la question 2. b peut s'écrire
0+ krm (argument d'un réel).

ZBEIR@ [m, ﬁ]:
z-2z3

Conclusion : les vecteurs AM et BM' sont colinéaires donc les droites
(AM) et (BM') sont paralléles.
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4. Soit M un point quelconque non situé sur la droite (AB). Il s'agit de montrer
que les droites (AM) et (MM') sont perpendiculaires. (Ici on est sQr que M #
M' car M¢ (AB))

Remarquons que si M appartient au cercle ¢ dont [AB] est un diametre alors
on sait que 'angle AMB est un angle droit, et comme dans ce cas M’ = B,
alors les droites (AM) et (MM') sont perpendiculaires.

Plus généralement :
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_2(z-2) Z(z-2)-2(z-2) _

—2+iyetz =Z-z -z= —
z-2 z-2
zZ—ZZ—zZ+2z72[zfz) 2xtiy-x+iy 4y _4iylx-2)+iy)
z-2 T z-2 x-iy-2 (x-2)-iy (x-2%+y2
—4yr . 4ya-2)

—4y4(x-2)  4)*(x-2) _
Les vecteurs AM et 2y sont orthogonaux, doncles droites (AM) et (MM')
sont perpendiculaires.

Calculons AM - MM’ =
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Zr 2 - 2(z— 2
Remarque : Autre fagon : v _ZTE — (z-%) = 3
Zg 272 (2-2)(z-2) |z—2

(z-2).

est un réel > 0 on en déduit : [AT'{,MM'] = arg(z—
2) [27).

Enfin, puisque z—Z = 2iy avec y # 0, ona arg(z—2) = g (7] etdonc (AT[,MM’) =

g [7], ce qui prouve que les droites (AM) et (MM’) sont perpendiculaires.

. Soit M un point distinct de A. La construction de I'image de M se déduit des
questions précédentes :

- SiMe (AB) alors M' = M.

- SiMe€alors M' =B.

- Sinon, i.e. si M ¢ € U (AB) : On trace la perpendiculaire en M a la droite
(AM) : elle coupe la paralléle 2 1a droite (AM) passant par Ben M'.
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Figure pour le point Q d’affixe 3 — 2i.
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a ≡ b(n)  et   c ≡ d(n) 
C'est équivalent à dire qu'il existe deux entiers relatifs p et q tels que 
a = b+ np  et   c = d + nq  donc  ac = (b+ np)(d + nq)
⇔ ac = bd + n(bq+ pd + npq)⇔ ac ≡ bd(n)
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PartieB Inverse de 23 modulo 26

1. 23 x (—9) - 26 x (—8) = —207 + 208 = 1 : le couple (-9 ; —8) est solution de
I'équation (E).

2 { 23x-26y =

"1 23x(-9)-26x(-8) =

23(x+9)—26(y+8)=0 < 23(x+9)=26(y+8) (1)

i = (par différence membre 2 membre)
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3.

Donc 23 divise 26(y + 8) et comme il est premier avec 26; il divise y +8
(théoréme de Gauss) : il existe donc un entier k tel que y +8 = 23k <
y=-8+23k.

Enremplagant dans (1) y +8 par 23k, on obtient :

23(x+9) =26x23k <= x+9=26 <> x=-9+26k.

Réciproquement les couples (-9 + 26k ; —8 +23k) vérifient (E) car
23(-9+26k) —26(—8 +23k) = —207 + 23 x 26k +208 - 26 x 23k = 1.

Les couples solutions de (E) sont donc de la forme : (-9 +26k ; -8+
23k), ke nZ.

I faut trouver un (ou des) couple(s) de premier terme atel que 0 < a < 25,
donc vérifiant :

0< -9+26k <25 <= 9 < 26k < 34. La solution k = 1 est évidente ce qui
donnea=-9+26=17.

Donc comme 26b=0 (mod 26),0na23x17=1 (mod 26).
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PartieC  Chiffrement de Hill

L

2. L (S
a. (){y2

e: tapes
ST ( 8, 19) (21 20) vu
<~ -
‘mot en clair ‘mot codé

11x,+3x, (mod 26)
7x1+4x (mod 26)
—44x,-12x, = —-4y; (mod 26)
{ 2lx+12x, = 3y (mod 26)
—23x1=-4y1+3y> (mod 26).

De méme:
v { »n 11x;+3x; (mod 26)
¥ 7x1+4x, (mod 26)

—77x1-21x; = -7y1 (mod 26)

{ 77x1+44x, = 1ly, (mod 26)

23x, =-7y1+ 11y, (mod 26) ou encore puisque

—7=19 (mod 26) :

23x3=19y; + 11y, (mod 26).

Donc, tout couple (x; ; x) vérifiant les équations du systeme (S1),

vérifie les équations du systeme :

= (par somme)

= (par somme)

23x;
23xp

4y, 423y, (mod 26)
19y, + 11y, (mod 26)

(S2) {
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x1 68y1+391y, (mod 26)
{ X = 323y1+187y, (mod 26)
Or68=16 (mod 26), 391=1 (mod 26), 323=11 (mod 26),
187=5 (mod 26), donc finalement tout couple (x; ; x) vérifiantles
équations du systéme (S), vérifie les équations du systéme

sy X1 16y1 + 2 (mod 26)
3 X = 1ly145y (mod 26)
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b. OnavualapartieBque23x17=1 (mod 26) (23 a pour inverse 17
modulo 26), donc en multipliant chaque membre du systéme (S,)
par 17, on obtient

23x, x 17 4y, x17+23y,x17  (mod 26)
(52 = { 23%,x17 = 19y x17+113,x17 (mod 26)
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x1 68y1+391y, (mod 26)
{ X2 323y1+187y, (mod 26)
Or68=16 (mod 26), 391=1 (mod 26), 323=11 (mod 26),
187=5 (mod 26), donc finalement tout couple (x; ; x) vérifiantles
équations du systéme (S), vérifie les équations du systéme

X1
x2

16y1 + 2 (mod 26)

(53) { 11y1+5y2 (mod 26)
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c. Oncalcule 11x1+3xp = 11 (16y1 + y2)+3 (11y1 +5y2) = 176y1+11y,+
33y, +15y, =209y, +26y,.

Or209=1 (mod 26) et26=0 (mod 26), donc

11x1+3x, =1y1+ 0y (mod 26).

De méme 7x; +4xp = 7(16y1+¥2) +4(11y1+5y2) = 112y1 + 7y2 +

44y, + 20y, = 156y) +27y».

Or146=0 (mod 26) et27=1 (mod 26), donc

7x1+4x,=0y1+ 1y, (mod 26).

Conclusion : tout couple (x; ; xp) vérifiant les équations du systéme

(83), vérifie les équations du systéme (S).

Finalement les systémes (S;) et (S3) sont équivalents.
d. Pour Y] le couple (y1; y2) = (24; 9). En appliquant les équations de

(S3) on obtient :

{ x1 16x24+9 (mod 26) — { x1

X 11x24+5x9  (mod 26) X

Or393=26x15+3,donc393=3 (mod 26);
309=26x11+23,donc269=23 (mod 26).

Onadonc (x; ; x2) = (3; 23) et en utilisant le tableau le mot décodé
est donc DX.

393  (mod 26)
309 (mod 26)
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Lespace est muni d'un repre orthonormal (0, 7, 7, ¥ ).
On note (D) la droite passant par les points A(1; ~2; ~1) et B(3 ; —
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1. Ladroite (D) passe par A(1; ~2; ~1) etapour vecteur directeur AB(2;
Elle a donc pour représentation paramétrique :

x
y
z

2. Onnote (D) la droite ayant pour représentation paramétrique :

1+2t
-2-3t avecteR.
-1-t

x = 2-k
y 1+2k  aveckeR.
k

La droite (D') a pour vecteur directeur &i(~1; 2; 1). Les vecteurs & et AB ne
sont pas colinéaires (coordonnées non proportionnelles), donc les droites (D)
et (') ne sont pas paralleles.

Les droites (D) et (D') ontun point en communsi et seulement si l existe deux

1+2t 2-k ()
réels tetktelsque{ —2-37 1+2k (L) .Or(h)+(k)-(l) < 0=3
-1-t = k ()

(impossible). Les trois équations sont incompatibles et les droites nfont pas de
point commun. Les droites (D) et (D') ne sont ni sécantes i parallles, elles

sont donc non coplanaires.
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3. On considere le plan (P) d'équation 4x+ y+5z+3 =0.

a. Pour toutréel £, ona4(1+21)+(~2-31)+5(~1-1)+3 = 0, donc tout point
de (D) appartient au plan (). La droite (D) est donc incluse dans le plan

(P).
b. M(x; y; z)€(P)n (D) <= il existe un réel k tel que
x 2-k
y 1+2k
z = k
4x+y+5z+3 = 0 ()
() <= 42-k)+(1+2K) +5k+3=0 < k=
x 2+4 6
M(x; y; 2 @)nD =~{ y 1-8 ~7 Lepoint Ca pour
z -4 -4
coordonnées (6; —7; —4).

4. Onconsidérela droite (A) passant par le point C et de vecteur directeur w (1; 1; -1).

a u-w = (=1)x () + (@) x (1) + (1) x (-1) = 0 donc les vecteurs u et w
directeurs de (A) et (D) sont orthogonaux. Les deux droites sont donc
orthogonales. Elles possédent le point C en commun, elles sont donc
perpendiculaires
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b. De méme, w -AB = 0 donc les droites (A) et (D) sont orthogonales. La
droite (A) a pour représentation paramétrique :

6+4
-7+A avecAeR.

x
y
z = -4-1

Les droites (D) et A) ont un point en commun si et seulement si il existe

1+2t 6+A
deuxréels tet Atels que (s){ —2-3f = —7+2)
“1-t = -4-1
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20-4 = 5 () 201 = 5 ()

s = { 3t+d = 5 () <= { 5t = 10 (b+h) <
-1 3 () -t = -2 (-h)

A=

{t = 2

Les deux droites se coupent perpendiculairement en un point E(x; ; 2)
x 1+4 6-1 5

lelque{ y -2-6 -7-1 -8 .
z -1-2 = -4+1 -3
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Onap(E1) =p(DnE)=p(D)xpp(E1) =0,4x0,7=0,28.
Calculons la probabilité de ne pas étre recruté, soit :

pE) = [B]w[DnET)w[DnE,nEZ] =0,6+0,4x0,3+0,4x0,7x0,75 = 0,6+0,12+0,21 =
0,93. Dot p (F) =1- p(F) = 1-0,93 =0,07.

On peut directement calculer la probabilité d'étre recruté, soit

p[ﬁ =p(DNE NE,)=0,4x0,7x0,25 =0,07.

Do p() =1- p () =1-0,07=0,93.

Chaque dossier est étudié indépendamment des autres et chaque candidat a une probabilité
d'étre recruté égale  0,07. La variable X suit donc une loi binomiale (,n =5, p = 0,07).

Ona p(X =2) = (3)0,07% x 0,93 = 10 x 0,07 x 0,93 ~ 0,0394 ~ 0,039 2 10~ prés
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3. Onreprend ici la loi binomiale mais avec n candidats chacun ayant une probabilité d'étre recruté
égalea0,07.
La probabilité qu'aucun ne soit retenu est égale a : () x 0,07 x 0,93" = 0,93".
La probabilité qu'un au moins des n candidats soit recruté est donc égale 2 1-0,93".
1l faut donc résoudre Iinéquation :

1-0,93" > 0,999 <= 0,001 >0,93" <= In0,001 > nIn0,93 (par croissance de la fonction In)
1n0,001

carln0,93 <0.

1l faut donc traiter au moins 96 dossiers pour avoir une probabilité supérieure 2 0,999 de recruter
au moins un candidat.
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PartieA

o= e ().

x _x+1-1 1

LT 1
= S x . x
Comme lim ,onadone lim —*-=1et lim In(-%-
x—+o0 x+1 xi—=+oo x+1 Xi—+00 x+1
1
+ Ona Jim — =0, donc finalement par somme delimites

oo x +
2. Commesur [1; +ool, x+1 >0, et % > 0lafonction £ estla somme de deux fonctions dérivables
x
sur [1; +oof et sur cet intervalle :

_ 1 w'(x) _x
P& =G * ug VeI
oo IxG+D-xx1_ 1
o= S
1
) = L e _ 1 1 _—x+x+l 1
Do f ) =~ T T 1B T R D T X 1?1

1
Comme x 2 1, la dérivée est clairems

positive, donc la fonction est croissante sur [1; +oof de
177
(1)= 5 +In 3 ~ 0,193 2.0 sa limite en plus linfini.
2772 P

3. Le tableau montre que f(x) <0sur [1; +oo[.
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PartieB

Up=143+ 1 +.~Inn.
23

1. Lalgorithme donne successivement pour u les valeurs :

0+1=1
14123

272
3.1 1
24 2= 2 valeur quil affiche.
237 %

2. Ilsuffit de modifier la sortie en : Afficher u —Inn.

3. On peut conjecturer que pour n allant e 4 2000 la suite est décroissante et converge vers une
valeur proche de 0,577.
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Partie C

1. Onaup+1—un

1.1 1 1 1 1
[1+£+§+..n m—m(mn] l1+ +3 4ty Ian| = o tinn-
1
In(n+ D)= +1n[%] = f(n). On a vu que pour x> l.f(x) <0, donc uns1 —un = f(n) <0

nr n
montre que s < Uy, Cé qui signifie que la suite (u,) est décroissante.

2. a. Puisquon intégre de k strictement positif a k + 1, on a donc

1 1 1
<x< 7<,<,
0<k<x k+l¢=tﬂ<k 1S %
On a donc en particulier = < % = %7 L > 0. vintégrale sur [k ; k+1] de la fonction
x x

continue et positive est un nombre positif.
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ey g ko1 p ko1 p

. 11, Los [ o d T !

ﬁ (k X)dx/O@ﬁ kdx/ﬁ < dx (parlinéarité de lintégral.
Lasl | 1 1

o:ﬁ Fdx=pxk+1-R=.

Linégalité précédente s'écrit donc : f —dx< s
ko x

kel k41
* Ona —dx=[nx];"" =ln(k+1)-Ink.
ke x

m

1
Donc I'inégalité précédente s'écritIn(k +1) -Ink < %

On obtient la suite des inégalités suivante :
In(1+1)-In1< <

In@2+1)-n2<

InB+1)-In3<

@1 [ |

In(n)-In(n-1) <

n-1
1
In(n+1)-Inn< —
n

D’ol1 par somme membres 2 membres et effet de « dominos » :

11 1
In(n+1)-In1< 1+ + 2 +...+ — ou encore
273 n

ln(rL+l)$1+1+l+...+l
2 3 n
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1.1 1
c. La fonction In étant croissante, on alnn <In(n+1) et comme In(n+1) < 1+ + = +...+

n
1.1 1 1.1 1
nnendédui(que]nn<1+7+5+...+;c:ﬂ<l+*+a+...+;71nn,soi(ﬁna.len(
Un>0.

3. Onavu quela suite est décroissante et ensuite qu'elle est minorée par 0 : elle converge donc vers
une limite supérieure a zéro.
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